
كلاسيك مكانيك 
تورنتون -ماريون

 
ياسر ايازيسيد : تهيه كننده

كلاسيك مكانيك 
تورنتون -ماريون

 
ياسر ايازيسيد : تهيه كننده



طرح مساله: ٥خلاصه فصل 
در جستجوي ) وردشها(حساب تغييرات . حساب در آن است يكي از شاخه هاي وسيع رياضيات، نوع خاصي از تعميم

است كه به عنوان توابعي پيوسته و مشتق پذير داراي اكسترم ... يافتن مجموعه اي از مسيرها، خم ها، خمينه ها و 
 در رياضيات، مقدار اين ).كه اغلب در مسائل فيزيكي از آن به عنوان كمينه يا بيشينه نيز ياد مي شود(هستند   طولي

:اكسترمم بوسيله ي انتگرال معين زير نمايش داده مي شود
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مسالهطرح : ٥خلاصه فصل 
ار اگر هيچ قيدي در ك. مثالي ساده از چنين مسائلي يافتن خمي با كوتاه ترين طول بين دو نقطه است

. نباشد، جواب اين مسئله خط مستقيم بين آن دو نقطه خواهد بود
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اين حال، اگر روي خمي قيد بگذاريم كه در رويه مورد نظر باقي بماند، آنگاه جواب كمي غير بديهي شده و ممكن است ا ب
مسئله مرتبط ديگري توسط اصل فرما . به چنين راه حل هايي ژئودزي ها گويند. هم زمان چندين جواب وجود داشته باشد

. ردنور كوتاه ترين مسير بين دو نقطه را طي مي كند، كه طول مسير آن به مواد فضاي پيراموني اش بستگي دا: بيان مي شود
. مفهوم مرتبط ديگر در مكانيك اصل كمترين كنش است

آغاز گشت، كه به دنبال آن مسئله خم  ١٦٨٧مي توان گفت كه حساب تغييرات از مسئله مقاومت كمينه نيوتون در 
توسط يوهان برنولي مطرح شد ١٦٩٦در ) خم كوتاه ترين زمان(براخيستوكرون 



طرح مساله

حوزه اي از آناليز رياضي  حساب وردشييا  حساب تغييرات
كوچك در توابع و تابعك ها براي ) تغييرات(است كه از وردش 

نگاشت هايي از يك : يافتن ماكسيمم ها و مينيمم ها سود مي جويد
ها اغلب به صورت انتگرال هاي حقيقيتابعك دسته تابع به اعداد 

معيني بيان مي شوند كه در آن توابع و مشتقاتشان ظاهر مي 
توابعي كه تابعك ها را ماكسيمم و مينيمم مي كنند را مي . شوند

. لاگرانژ پيدا كرد-توان در حساب تغييرات توسط معادلات اويلر
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مسالهطرح : ٥خلاصه فصل 
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فاده است. را نگاشتي از توابع به اسكالر مي دانند در رياضيات تابعي
از آن از حساب وردشي سرچشمه مي گيرد، كه در آنجا هدف 

مورد نظر را كمينه كند تابعييافتن يك تابع است كه 



مسالهطرح : ٥خلاصه فصل 
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اويلرمعادله : ٥خلاصه فصل 
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اويلرمعادله : ٥خلاصه فصل 
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اويلرمعادله : ٥خلاصه فصل 
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:مثال
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برخي روش هاي حساب وردشي



لاگرانژي و هميلتونيديناميك ,  اصل هميلتون: ٦فصل 

منتشر كرد و درآن قوانين مكانيك را  ١٧٢٩را در طبيعي رياضي فلسفي اصول تقريباً نيم قرن پس از آنكه نيوتن كتاب 
تدوين كرد، ژوزف لويي لا گرانژ رياضيدان فرانسوي توانست فرمول بندي جديد ولي مي شناسيم به صورتي كه امروز 

و هم براي تحليل مسائل پيچيده كارايي خيلي بيشتري هاي نظري معادلي از مكانيك ارايه كند كه هم براي تعميم 
. داشت

مفاهيم هندسي بود، اما لا گرانژ توانست با كاربرد آناليز به جاي هندسه به آن هم وحدت و مكانيك نيوتني متكي بر 
. هم استحكام بخشد

هم . صورت بندي نيوتن مي بايست براي براي هر مسئله اي تجزيه تحليل دقيقي از بردارهاي نيروها انجام دهيمدر 
.حاكم بر نيروها و شتاب ها در هر دستگاه مختصاتي يك شكل و يك قيافه معين پيدا مي كندمعادلات چنين 

كه معادلات حركت به تجزيه تحليل اين بردار ها نيز و جود ندارد، و بالاتر از همه شكل نيازي گرانژ بندي لا در صورت  
. مستقل از نوع مختصاتي هستند كه به كار مي بريمكاملا لا گرانژ مي ناميم  -آنها را معادلات اويلر
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لاگرانژي و هميلتونيديناميك ,  اصل هميلتون: ٦فصل 
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اصل هميلتون

 ازهميلتون هاميلتون فرمول بندي ويليام  اصلدر فيزيك ، 
.اصل كمترين كنش است 

ي اين اصل بيان مي كند كه ديناميك يك سيستم فيزيك
ي براي يك تابع) تغييرات(توسط يك مسئله حساب وردشي 

مبتني بر يك تابع واحد، لاگرانژين، تعيين مي شود، كه 
 شامل تمام اطلاعات فيزيكي مربوط به سيستم و نيروهايي

.است كه بر روي آن عمل مي كنند

سيد ياسر ايازی         ٢جروه مکانيک تحليلی  13



لاگرانژ-معادله اويلر: ٦فصل 
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لاگرانژ-معادله اويلر: ٦فصل 
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هميلتوناصل 
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مختصات تعميم يافته: لاگرانژ -معادلات اويلر



لاگرانژ-معادله اويلر: ٦فصل 
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لاگرانژ-معادله اويلر



لاگرانژ-معادله اويلر: ٦فصل 

. بگيريدمطابق با شكل زير سيستمي از جرم و فنر را در نظر 
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:مثال



لاگرانژ-معادله اويلر: ٦فصل 
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حركت پرتابي:مثال



لاگرانژ-معادله اويلر: ٦فصل 
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لاگرانژ-معادله اويلر: ٦فصل 
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تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر
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آن  در مكانيك كلاسيك يك قيد روي يك سيستم، پارامتري است كه سيستم بايد
. مثلا جعبه اي كه روي سطح شيبدار قرار دارد بايد روي سطح بماند. را رعايت كند



تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر

! زاويه مثلاازمختصات دكارتي باشند،  چيزهايي غير نند امي تودر حالت كلي مختصات تعميم يافته، 
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قيد  ذره بدونيك . در يك سيستم ديناميكي، قيود سينماتيكي اغلب به سبب روابط بين جابجايي ها بوجود مي آيند
وجـود داشته باشد درجة آزادي اگـر      قيـد ، ذره اي     در يـك سيسـتم .تنها سه درجه آزادي انتقالي دارد 

:سيستم
nm



تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر
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تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر
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تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر
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:مثال



تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر
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تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر
:لا گرانژي عبارت است از تابع زير
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هميلتوناصل 
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مختصات تعميم يافته: لاگرانژ -معادلات اويلر



تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر
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تعميم يافتهلاگرانژ در مختصات  -معادلات اويلر

اصل هميلتون



تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر
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تعميم يافتهمختصات : لاگرانژ -معادلات اويلر
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:مثال



لاگرانژ-معادله اويلر: ٦فصل 
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حركت پرتابي
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پرتابي در مختصات قطبيحركت :مثال



مقيد روي مخروط ره ذ
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:مثال

r



ذره مقيد روي مخروط 
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 :لغزان  اتكايپاندول با نقطه 
.مي لغزدبدون اصطكاك يك ميله را نشان مي دهد كه نقطه اتكاي آن روي شكل يك پاندول 
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:مثال



با تقارن كرويدريك پتانسيل ذره 
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هارمونيك جفت شدهدو نوسانگر 
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:مثال



هارمونيك جفت شدهدو نوسانگر 
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چرخشيآونگ 
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:مثال



چرخشيآونگ 
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چرخشيآونگ 
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مهره در سهمي
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:مثال



مهره در سهمي
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مهره در سهمي
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مهره در سهمي
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آتوودماشين 
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شتاب هر . قرقره دوتايي بدون وزن به سه جرم مطابق شكل متصل استيك : مثال 
يك از اجرام را بيابيد؟



آتوودماشين 
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: معادلات حركت برابر ند با



:لاگرانژ -معادلات اويلر
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ناهلونومهولونوم و قيدهاي قيدهاي 
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. ناهلونومو قيدهاي غير هولونوم قيدهاي :  دو نوع قيد وجود دارد

قيودي كه ممكن باشد به صورت معادله اي بيان شوند كه مختصات را به  هم مربوط كنند هولونوم ناميده مي شوند.  
ذره بتواند در اثر اگر . است هولونوممثال، ذره اي كه به قرار داشتن روي سطح يك كرُه مقيد است، تحت قيد براي 

. مي شودهولونوم غير نيروي گرانش از سطح كره جدا شده و سقوط كند، آنگاه قيد 

است، در صورتي كه زمان يك متغير صريح براي معادلات قيدهاي سيستم اسكلرونوم سيستم مكانيكي بك 
.نباشد و اين معادلات را بتوان با مختصات تعميم يافته توصيف كرد
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. مي شودغير هولونوم اگر ذره بتواند در اثر نيروي گرانش از سطح كره جدا شده و سقوط كند، آنگاه قيد 

ناهلونومهولونوم و قيدهاي قيدهاي 
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 قيود غير هولونوميك قيود سينماتيكي يا ديناميكي هستند كه به صورت روابطي بين متغير هاي تعميم يافته و
مشتقات مرتبه اول و دوم زماني آنها ظاهر شده وقابل انتگرال گيري و تبديل به معادلات قيدي جبري نيستند

ناهلونومهولونوم و قيدهاي قيدهاي 
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:در اين صورت داريم

ناهلونومهولونوم و قيدهاي قيدهاي 



با ضرايب نامعين  معادلات لاگرانژ
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غير غير هولونوميك قيود سينماتيكي يا ديناميكي هستند كه به صورت روابطي بين متهمانطور كه گفته شد قيود 
هاي تعميم يافته و مشتقات مرتبه اول و دوم زماني آنها ظاهر شده وقابل انتگرال گيري و تبديل به معادلات قيدي 

ي به همين دليل متغير هاي تعميم يافته در نظر گرفته شده مستقل از هم نيستند اما چون وابستگ. جبري نيستند
آنها با معادلات ديفرانسيل مشخص شده و نه معادلات جبري نمي توان آنها را حذف كرد و به تعداد درجات آزادي 

.سيستم تقليل داد

اين حالت يافتن معادلات ديفرانسيل حركت با استفاده از روشهاي معمول مثل روش لاگرانژ منجر به وارد شدن در 
.و بيشتر شدن تعداد معادلات از درجات آزادي سيستم ميشود ضرائب لاگرانژ 

معادلات لاگرانژ با ضرايب نامعين 



با ضرايب نامعين  معادلات لاگرانژ
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.لاگرانژ نيرو هاي قيدي هستندضرايب نامعين 



دارديسك بر روي سطح شيب 
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:مثال 



دارديسك بر روي سطح شيب 
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دارديسك بر روي سطح شيب 
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دارديسك بر روي سطح شيب 
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:با تركيب اين معادلات داريم



ذره روي نيم كره
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:مثال 



ذره روي نيم كره
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: معادلات حركت برابرند با



ذره روي نيم كره
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ذره روي نيم كره
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جمع بندي: معادلات لاگرانژ با ضرايب نامعين 
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هم ارزي معادلات لاگرانژ با معادلات نيوتن
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:عبارت است از لاگرانژي 



هم ارزي معادلات لاگرانژ با معادلات نيوتن
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هم ارزي معادلات لاگرانژ با معادلات نيوتن
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:

:

:داريم:مثال 

:كار مجازي و نيروي تعميم يافته



هم ارزي معادلات لاگرانژ با معادلات نيوتن
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معادلات لاگرانژ 



هم ارزي معادلات لاگرانژ با معادلات نيوتن
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نيرو

نيروی 
هتعميم يافت



هم ارزي معادلات لاگرانژ با معادلات نيوتن
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:در نتيجه داريم



هم ارزي معادلات لاگرانژ با معادلات نيوتن
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معادلات لاگرانژ 



سرشت مكانيك لاگرانژي 
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ه آن توانست با كاربرد آناليز به جاي هندسه بلاگرانژ مكانيك نيوتني متكي بر مفاهيم هندسي بود، اما 
. هم وحدت و هم استحكام بخشد

در صورت بندي نيوتن مي بايست براي براي هر مسئله اي تجزيه تحليل دقيقي از بردارهاي نيروها 
هم چنين معادلات حاكم بر نيروها و شتاب ها در هر دستگاه مختصاتي يك شكل و يك . انجام دهيم

.قيافه معين پيدا مي كند
در صورت بندي لا گرانژ نيازي به تجزيه تحليل اين بردار ها نيز و جود ندارد، و بالاتر از همه شكل  

لا گرانژ مي ناميم كاملا مستقل از نوع مختصاتي هستند كه  -معادلات حركت كه آنها را معادلات اويلر
.به كار مي بريم
مكانيك نيوتني           علت فاعلي: تفاوت فلسفي 
مكانيك لاگرانژي           علت غايي                 



قضيه اويلر
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:اثبات براي يك مورد خاص



قضيه اويلر
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قضيه اويلر
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اسكلرونوم سيستم يك 



قضيه اويلر
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قضاياي پايستگي
انرژيو قانون بقاي همگني زمان 

.فيزيك اصطلاح پايستگي به شرايطي اطلاق دارد كه در آن يك كميت با گذشت زمان ثابت بمانددر 
تكانه اين كميت ها،  انرژي، تكانه و . در فيزيك سه كميت اصلي وجود دارد كه مقدار آن ها با گذشت زمان ثابت است

.هستندزاويه اي  
كميت هاي پايسته كميت هايي هستند كه مقدارشان در طول زمان، هر چقدر هم كه ديناميك پيچيده اي بر يك 

.باشد، ثابت باقي مي ماندسيستم حاكم 

و كميت هاي پايسته پيوسته لاگرانژي آنچه كه مهم است اين است كه يك رابطه ساده و يك به يك بين تقارن هاي 
.برقرار است
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قضاياي پايستگي
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قضاياي پايستگي
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هاميلتون

 :شود ميبه شكل زيرتعريف تكانه مزدوج با مختصه

.اين تكانه با تكانه خطي لزوماً يكي نيست



قضاياي پايستگي
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:صورت زيرتعريف مي شودبه هاميلتوني دستگاه 

براي پاسخ به اين سوال دقت مي . حال سوال مي كنيم كه عبارت هاميلتوني چه ربطي به انرژي جنبشي و پتانسيل دارد
:زيراستبه صورت كنيم كه لا گرانژي 

.استبنابراين بقاي انرژي ناشي از همگني زمان 



قضاياي پايستگي
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حركت خطيو قانون بقاي اندازه همگني فضا 
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كنيم، ولي جابجا دلخواه اگر مكان همه ذرات را به اندازه بردارِ كه همگني فضا به اين معناست 
هيچ تغييري نمي كند،هاميلتوني تكانه هاي آنها را دست نزنيم، 



حركت خطيبقاي اندازه قانون 
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ايحركت زاويه همسانگردي فضا و قانون بقاي اندازه 
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ايحركت زاويه همسانگردي فضا و قانون بقاي اندازه 

.تبنابراين بقاي تكانه زاويه اي نتيجه مستقيم همسانگردي فضاس
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جمع بندي 
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صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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معادله ديفرانسيل درجه دوم داريم كه اين معادلات با گرانژ    آزادي، درصورتبندي لا درجه براي يك دستگاه با       
. سرعت هاي اوليه يكحل يكتا به عنوان مسير درفضاي پيكربندي ها بدست مي دهند دردست داشتن مختصات و

تعميم بخصوص براي داده است كه ازبسياري جهات زيررا ازمكانيك كلاسيك بدست هاميلتون صورت بندي متفاوت 
 .چهارچوب كوانتومي مناسب استمكانيك كلاسيك به نظري 

N N

:صورت زيرتعريف مي شودبه هاميلتوني دستگاه 

 :شود ميبه شكل زيرتعريف تكانه مزدوج با مختصه



صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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ديفرانسيل درجه يك هستند معادلات معادله كه    اين معادلات 
هاميلتون ناميده مي شوند و معادلات حركت در صورت بندي 

 .مي شوندناميده هاميلتون 

2s



نوسانگر هارمونيك
: مثال
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صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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:مثال



:به صورت زيراستلاگرانژي 
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صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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صورتبندي هاميلتون از مكانيك



آونگ كروي
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:مثال



آونگ كروي
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:مي شودزير بيان صورت به هاميلتوني دستگاه 

معادلات هاميلتون



صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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اصل هميلتون



صورتبندي هاميلتون از مكانيك
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مركزينيروي : ٧فصل 



نيروي مركزي نيرويي است كه هميشه يك مركز ثابت ، يا دور از آن موثر است و اندازه آن فقط تابعي از فاصله ذره تا 
.به بيان ديگر مي توان گفت كروي ، نيروي مركزي فقط تابعي از شعاع مي باشد. است نقطه اثر نيرو
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مركزينيروي : ٧فصل 

به عنوان مثال نيروي . هر گاه يكي از ذرات در مبدا قرار گرفته باشد، نيروي وارد بر ديگري از نوع مركزي خواهد بود
ود نيروي موج. گرانشي خورشيد بر سيارات يا نيروي جاذبه الكتريكي هسته اتم بر الكترون ، نيروي مركزي جاذبه است

. يك هسته ديگر ، نيروي مركزي دافعه استآلفا و  بين يك پروتون يا يك ذره 



مركزينيروي :  ٧فصل 
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جرم كاهش يافته: ٧فصل 

مسئله دو جسم مي تواند با فرمول بندي مجدد، به دو مسئله تك جسم 
. مستقل تبديل شده و حل شود
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جرم كاهش يافته: ٧فصل 
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جرم كاهش يافته: ٧فصل 
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پايستگي، انتگرالهاي اول حركتقضاياي : ٧فصل 
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قضاياي پايستگي، انتگرالهاي اول حركت: ٧فصل 
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قضاياي پايستگي، انتگرالهاي اول حركت: ٧فصل 
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قضاياي پايستگي، انتگرالهاي اول حركت: ٧فصل 
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معادلات حركت: ٧فصل 
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معادلات حركت: : ٧فصل 
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معادلات حركت: ٧فصل 

حركتمعادله 
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مركزينيروي : ٧فصل 

)الف: مثال
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مركزينيروي : ٧فصل 
:ب
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مركزينيروي : ٧فصل 
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مركزينيروي : ٧فصل 

:ج
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مدارها در ميدان مركزي: ٧فصل 

.سرعت شعاعي در ريشه هاي راديكال معادله مقابل صفر است
معناي صفر شدن سرعت اين است كه به يك نقطه برگشت در 

:اين معادله دو ريشه دارد. حركت رسيده ايم

.تنها يك ريشه داشته باشيم شعاع ثابت است و حركت دايره اي استاگر 
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مدارها در ميدان مركزي: ٧فصل 
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انرژي مركز گريزي و پتانسيل موثر: ٧فصل 
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انرژي مركز گريزي و پتانسيل موثر: ٧فصل 
:يمما مي توانيم يك انرژي پتانسيل موثر به صورت مقابل تعريف كن

:)مثال
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انرژي مركز گريزي و پتانسيل موثر: ٧فصل 

١(

٢(
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حركت سياره اي و قوانين كپلر: ٧فصل 



سيد ياسر ايازی         ٢جروه مکانيک تحليلی  125

مقاطع مخروطي: ٧فصل 

مقطع مخروطي : به خمي گويند كه از برخورد يك مخروط و يك صفحه حاصل 
. شود

) نقطه كانوني(و يك نقطه ) خط هادي(منحني ها را مي توان با استفاده از يك خط راست اين 
هنگامي كه فاصله نقطه كانوني تا يك نقطه بر روي يك منحني و فاصله عمودي . تعريف كرد

خط هادي تا آن نقطه را اندازه گيري كنيم، نسبت اين دو فاصله هميشه يك نسبت ثابت خواهد 
.بود
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مقاطع مخروطي: ٧فصل 

:نسبت فواصل در منحني هاي مختلف به صورت زير است
.است ١نسبت فواصل كوچك تر از : بيضي

است؛ بنابراين، فواصل با هم برابر خواهند  ١نسبت فواصل برابر : سهمي
.بود

.است ١نسبت فواصل بزرگ تر از : هذلولي

خروج از مركز

با توجه به . نام دارد» خروج از مركز«كه در بالا به آن اشاره شد، نسبتي 
يك مقطع مخروطي، تمام نقاطي است : تعريف خروج از مركز مي توان گفت

كه فاصله آن ها تا نقطه كانوني برابر با حاصل ضرب خروج از مركز در فاصله تا 
.خط هادي باشد
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مخروطيمقاطع : ٧فصل 

،خروج از مركزاگر 
.مقطع مخروطي، بيضي خواهد بود: باشد ١تا  ٠بين 

.مقطع مخروطي، سهمي خواهد بود: باشد ١برابر با 
.مقطع مخروطي، هذلولي خواهد بود: باشد ١بزرگ تر از 
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مقاطع مخروطي: ٧فصل 
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حركت سياره اي و قوانين كپلر: ٧فصل 
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حركت سياره اي و قوانين كپلر: ٧فصل 
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حركت سياره اي و قوانين كپلر: ٧فصل 



قوانين كپلر
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قانون اول كپلر 
قانون اول كپلر بيان مي كند كه مسير طي شده توسط يك سياره، به صورت بيضي، سهمي، هذلولي يا ديگر مقاطع مخروطي  است كه جسمِ مركز 

.در يكي از كانون هاي آن قرار مي گيرد) براي نمونه خورشيد(

قانون دوم كپلر 
.  قانون دوم كپلر بيان مي كند كه مساحت جارو شده توسط سياره در دو بازه زماني برابر، مقداري برابر است

انون سوم كپلريا قانون هارمونيكق
آنهاطول نسبت مجذور زمان تناوب گردش دو سياره برابر است با نسبت مكعب نيم قطر 
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:)مثال

حركت سياره اي و قوانين كپلر: ٧فصل 
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حركت سياره اي و قوانين كپلر: ٧فصل 



ديناميك سيستم ذرات: ٨فصل 
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ديناميك سيستم ذرات: ٨فصل 
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. هم قرار مي گيردذره  ديگر          تشكيل شده باشد، هر يك از ذرات، علاوه بر نيروهايي كه از طرف محيط به آن ها وارد مي شود، تحت تأثير سيستم  از         ذره اگر 
.  دو ذره از هم وابسته استفاصله سيستم، معمولاً به  ◌ٔ مبادله شده بين هر جفت ذره از ذرات تشكيل دهندهنيروي 

NN-1

گاه جسمي به جسم ديگر نيرو وارد كند، جسم دوم نيرويي برابر انرژي هر :  قانون سوم
پتانسيل يا جنبشيِ ذخيره در خود و در جهت مخالف نيروي جسم اول به جسم اول 

. وارد مي كند
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ديناميك سيستم ذرات: ٨فصل 

نيروي مغناطيسيعنوان مثال نيروهاي وابسته به سرعت، به 
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مركز جرم: ٨فصل 
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:مثال

مركز جرم: ٨فصل 
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مركز جرم: ٨فصل 
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تكانه خطي سيستم: ٨فصل 
دهنده به صورت حاصل جمع تكانه هاي خطي تك تك ذرات تشكيل ) سيستم متشكل از دو يا چند ذره(خطي يك سيستم بس ذره اي تكانه 

: تعريف مي شودسيستم 

با مشتق گيري از رابطه  بالا نسبت به زمان، قانون دوم نيوتون براي سيستم بس ذره اي به شكل حاصل مي شود: 
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تكانه خطي سيستم: ٨فصل 
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تكانه خطي سيستم: ٨فصل 

يعني اين كه، نيروهاي داخلي سيستم اثري بر رفتار كل سيستم ندارند و در مطالعه ديناميك سيستم كافي است فقط نيروهاي خارجي را در نظر بگيريم
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تكانه خطي سيستم: ٨فصل 
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تكانه خطي سيستم: ٨فصل 

:مثال

:باتكانه مركز جرم برابر است 
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تكانه خطي سيستم: ٨فصل 
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زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 



سيد ياسر ايازی         ٢جروه مکانيک تحليلی  148

زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 
:در نتيجه داريم
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زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 
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زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 
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زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 
ناگهان اين شخص دستان خود را به . درجه در ثانيه به دور خود مي چرخد ٥٤٠را تصور كنيد كه روي يك صندلي با سرعت ورزشكاري ) مثال 

در اين حالت سرعت زاويه اي اين ورزشكار را بيابيد؟. برابر مي شود ٢/٣نحوي جمع مي كند كه لختي دوراني او 

:در حالت دست باز و دست بسته، ثابت است، مي توان گفتكل  اياز آنجايي كه تكانه زاويه 
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زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 

مثال
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زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 
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سيستمانرژي :  ٨فصل 
:برابر است ٢به  ١كاري كه روي سيستم براي تغيير پيكربندي از حالت 

:داريم
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انرژي سيستم:  ٨فصل 
نبنابراي
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سيستمانرژي :  ٨فصل 
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سيستمانرژي :  ٨فصل 

و

:پس داريم
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سيستمانرژي :  ٨فصل 
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سيستمانرژي :  ٨فصل 
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سيستمانرژي :  ٨فصل 

مثال

:حل
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زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 
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زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 

مثال
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زاويه اي سيستمتكانه : ٨فصل 
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برخورد: ٨فصل 
.هنگامي كه دو جسم با تكانه هاي متفاوت به يكديگر برخورد مي كنند تكانه ي خالص در آن ها تغيير نمي كند 

، هر گاه دو جسم با هم برخورد كنند، در صورتي كه با هم يك تك سيستم تلفيقي شوند
تكانه ي . نيرويي كه هر كدام در خلال تماس بر ديگري وارد مي آورد، نيرويي داخلي است

: خطي كل بدون تغيير باقي مي ماند، بنابراين مي توان نوشت

: مي توانيم بنويسيمقانون پايستگي انرژي با توجه به 

.ناشي از برخورد، دلالت كند, انرژي جنبشيكاهش يا افزايش خالص بر 
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برخورد: ٨فصل 

)يك بعدي(برخورد مستقيم 

حالت خاص برخورد رو در روی دو جسم يا ذره، را که در آن حرکت کاملاً بر يک خط 
. می گيرد، در نظر می گيريمصورت مستقيم 

صورت پايستگي انرژي جنبشيدر 

به نام ضريب بازگشتدر صورت پايسته نبودن انرژي جنبشي
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برخورد: ٨فصل 
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ضربه در برخورد: ٨فصل 
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برخورد: ٨فصل 
)دو بعدي(برخورد مايل 

مايل زماني رخ مي دهد كه مركز جرم دو جسم برخورد كننده در برخورد 
در اين حالت با توجه به . يك راستا نباشند، مانند توپ ها در بازي بيليارد

اينكه نيروهاي ضربه اي فوق العاده بزرگ اند مي توان از ساير نيروهاي وارد بر 
. در نتيجه تكانه خطي كل پايسته مي ماند. دو جسم چشم پوشي كرد
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برخورد: ٨فصل 

مثال
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برخورد: ٨فصل 



حركت در دستگاه غير لخت: ٩فصل 
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چرا طوفان ها مي چرخند؟
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حركت در دستگاه غير لخت: ٩فصل 
.دستگاه مرجع يعني محورهاي مختصاتي كه حركت جسم نسبت به آنها سنجيده مي شود

.ناميده مي شوندمرجع اينرسيال يا لخت دستگاههاي مرجعي كه در آنها قانون اول نيوتن مشاهده مي شود، دستگاههاي 

.مثلاً در اكثر مواقع زمين را به عنوان يك دستگاه مرجع لخت در نظر مي گيرند. ويژگي اين دستگاه شتابدار نبودن آن است

ز ن ادر حد آزمايشهايي كه روي زمين انجام مي شود، زمين مي تواند يك دستگاه مرجع لخت به حساب بيايد اماّ در آزمايشهاي دقيق تر و يا بيرو
.سطح زمين اين فرض معتبر نيست، چون زمين يك حركت دوراني حول محور خود و يك حركت چرخشي دور خورشيد دارد

در اين دو حركت باعث مي شود زمين از ديد ناظري كه مثلاً روي خورشيد نشسته يك جسم شتابدار به نظر آيد كه نمي تواند به عنوان مرجع لخت 
.نظر گرفته شود

 از ديد ناظر غيرلخت علل. نسبت به دستگاههاي مرجع غيرلخت از قوانيني غير از قوانين حاكم نسبت به دستگاههاي سخت تبعيت مي كنندحركت 
اگر ناظري داخل دستگاه مرجع غيرلخت باشد براي او سخت است كه مدام تعيين . حركت با علل مشاهده شده در دستگاه مرجع لخت متفاوت است

. كند كه حركت جسم در دستگاه مرجع لخت چگونه است؛ ولي بايد تفاوت بين قوانين حركت در دستگاههاي مرجع لخت و غيرلخت را بداند
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حركت در دستگاه غير لخت: ٩فصل 
از جمله آزمايشهايي كه اثر چرخش زمين را نشان ميدهند آونگ فوكو است كه نمونة اين آونگ در ساختمان دانشكدة فيزيك دانشگاه صنعتي 

.شريف نصب شده است

و در واقع اين دقيقترين و  ميتوان از ستاره هاي خيلي دور بعنوان دستگاه لخت استفاده كرداما در مواقع نياز ! در جهان دستگاه مرجع لخت نداريم
.بهترين انتخاب است
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دستگاه مختصات چرخان:  ٩فصل 

: براي نقطه        داريم P
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دستگاه مختصات چرخان:  ٩فصل 

: مثال
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دستگاه مختصات چرخان:  ٩فصل 
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دستگاه مختصات چرخان:  ٩فصل 
: مثال
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دستگاه مختصات چرخان:  ٩فصل 

در نتيجه 
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سرعت در دستگاه ثابت: ٩فصل 

براي محاسبه سرعت در دستگاه ثابت داريم
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سرعت در دستگاه ثابت: ٩فصل 
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نيروي گريز از مركز و نيروي كوريوليس:  ٩فصل 

:برابر بود با ثابت سرعت در دستگاه 
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نيروي گريز از مركز و نيروي كوريوليس:  ٩فصل 

.رابطه نيرو در دستگاه  مختصات دوراني را مي توان بر حسب نيرو در دستگاه مختصات اينرسي به صورت زير بيان كردنهايتا 
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نيروي گريز از مركز و نيروي كوريوليس:  ٩فصل 

شبه نيرو است كه باعث انحراف اجسام در حال حركت به بيرون از راستاي خط راست از ديد يك ناظر درون يك دستگاه يك كوريوليس نيروي 
.چرخشي است

و در واقع نيروي كوريوليس در اصطلاح جغرافياي نيرويي است كه باعث مي شود بادها در نيمكره شمالي كره زمين در جهت پاد ساعتگرد بچرخند 
به سمت قطب شمال حركت كنند و در نيمكره جنوبي اين نيرو برعكس عمل مي كند يعني بادها در نيمكره جنوبي در جهت موافق ساعت 

.بچرخند و به سمت قطب شمال حركت كنند
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نيروي گريز از مركز و نيروي كوريوليس:  ٩فصل 
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نيروي گريز از مركز و نيروي كوريوليس:  ٩فصل 
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حركت نسبت به زمين: ٩فصل 

در نيمكره شمالي جهت حركت حول منطقه كم فشار به صورت پاد ساعت گرد و در نيمكره جنوبي، 
در ارتفاع بالا، . جهت حركت ساعت گرد مي باشد زيرا ديناميك چرخشي يك تصوير وارونه مي باشد

سيكلون هاي به ندرت در طول . پراكندگي هوا به سمت خارج و در جهت هاي مخالف چرخش مي كند
استوا شكل مي گيرند و منجر به نيروي كوريوليس ضعيفي در منطقه مورد نظر مي شوند
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حركت نسبت به زمين: ٩فصل 



سيد ياسر ايازی         ٢جروه مکانيک تحليلی  188

حركت نسبت به زمين: ٩فصل 
: مثال

:داريم
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حركت نسبت به زمين: ٩فصل 
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حركت نسبت به زمين: ٩فصل 
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حركت نسبت به زمين: ٩فصل 
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نيروي گريز از مركز و نيروي كوريوليس:  ٩فصل 
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نيروي گريز از مركز و نيروي كوريوليس:  ٩فصل 
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حركت در دستگاه غير لخت: ٩فصل 
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ديناميك جسم صلب: ١٠فصل 
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ديناميك جسم صلب: ١٠فصل 

.ذرات از يكديگر همواره ثابت مي باشدفاصله هست كه ذره  به سامانه اي گفته مي شود كه شامل تعداد زيادي 

.اين فاصله حتي در صورتي كه به جسم، نيرو وارد شود يا حركت كند نيز ثابت مي ماند

 با اين. تعريف بالا يك تعريف نظريه اي و ايده آل مي باشد؛ زيرا در بهترين حالت نيز اجسام تحت تأثير نيروهاي مختلف داراي ارتعاشات هستند
. وجود و با چشم پوشي از جزئيات اجسام ثابت و جامد معمولاً سفت و محكم گفته مي شوند

ن دنيفرض صلب بودن جسم به اين معني است كه اجسام بكار گرفته شده تحت تأثير نيروهاي بكار رفته تغيير شكل نمي دهند، و اين براي ساده گردا
در حالت هاي انتقال و دوََران جسم آمده اند، است و آن توصيف ها را ساده ) جسم(تحليل؛ با كاهش دادن توصيف پارامترهايي كه در مورد هر قطعه 

مي كند
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ديناميك جسم صلب: ١٠فصل 

توان به صورت تركيبي از حركت انتقالي مركز جرم و جسم صلب را مي حركت يك 
دوران حول مركز جرم در نظر گرفت 
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تانسور لختي:١٠فصل 



سيد ياسر ايازی         ٢جروه مکانيک تحليلی  199

تانسور لختي:١٠فصل 
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تانسور لختي:١٠فصل 
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تانسور لختي:١٠فصل 



سيد ياسر ايازی         ٢جروه مکانيک تحليلی  202

تانسور لختي:١٠فصل 
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تانسور لختي:١٠فصل 
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تانسور لختي:١٠فصل 

مثال

:داريم
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تانسور لختي:١٠فصل 

همان حول  جسمدهنده زاويه اي تك تك ذرات تشكيل تكانه را مي توان با جمع بستن نقطه ثابت حول يك يك جسم صلب  زاويه اي تكانه 
.به دست آورد نقطه
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تكانه زاويه اي: ١٠فصل 
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تكانه زاويه اي: ١٠فصل 
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تكانه زاويه اي: ١٠فصل 
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تكانه زاويه اي: ١٠فصل 
دمبل چرخان: مثال
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تكانه زاويه اي: ١٠فصل 
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تكانه زاويه اي: ١٠فصل 
:مثال
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تكانه زاويه اي: ١٠فصل 
تانسور لختي
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تكانه زاويه اي: ١٠فصل 
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تكانه زاويه اي: ١٠فصل 



سيد ياسر ايازی         ٢جروه مکانيک تحليلی  215

محورهاي اصلي لختي: ١٠فصل 
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محورهاي اصلي لختي: ١٠فصل 
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محورهاي اصلي لختي: ١٠فصل 
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محورهاي اصلي لختي: ١٠فصل 
:مثال
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محورهاي اصلي لختي: ١٠فصل 
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محورهاي اصلي لختي: ١٠فصل 
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)موازيقضيه محورهاي (متفاوتگشتاورهاي لختي در دستگاه هاي مختصات جسمي : ١٠فصل 
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)موازيقضيه محورهاي (متفاوتگشتاورهاي لختي در دستگاه هاي مختصات جسمي : ١٠فصل 
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قضيه محورهاي موازي اشتاينر

)موازيقضيه محورهاي (متفاوتگشتاورهاي لختي در دستگاه هاي مختصات جسمي : ١٠فصل 
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گشتاورهاي لختي در دستگاه هاي مختصات جسمي متفاوت: ١٠فصل 

:مثال
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گشتاورهاي لختي در دستگاه هاي مختصات جسمي متفاوت: ١٠فصل 

:  موازي داريممحورهاي با استفاده از قضيه 
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گشتاورهاي لختي در دستگاه هاي مختصات جسمي متفاوت: ١٠فصل 



تانسور لختيخواص : ١٠فصل 
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تانسور لختيخواص : ١٠فصل 
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تانسور لختيخواص : ١٠فصل 
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تانسور لختيخواص : ١٠فصل 

:مثال
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تانسور لختيخواص : ١٠فصل 
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تانسور لختيخواص : ١٠فصل 



سيد ياسر ايازی         ٢جروه مکانيک تحليلی  233

تانسور لختيخواص : ١٠فصل 
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تانسور لختيخواص : ١٠فصل 
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تانسور لختيخواص : ١٠فصل 

:چند نكته

:اثبات
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تانسور لختيخواص : ١٠فصل 
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خواص تانسور لختي: ١٠فصل 
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تانسور لختيخواص : ١٠فصل 

خواص تانسور لختي
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زواياي اويلر: ١٠فصل 

براي توصيف جهت گيري يك جسم صلب نسبت به يك سيستم مختصات ثابت معرفي لئونارد اويلر سه زاويه اي هستند كه توسط  زاويه هاي اويلر
.شده اند
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زواياي اويلر: ١٠فصل 

.داده مي شوندنشان                    با زاويه هاي اويلر معمولاً 
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زواياي اويلر: ١٠فصل 
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زواياي اويلر: ١٠فصل 
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زواياي اويلر: ١٠فصل 
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زواياي اويلر: ١٠فصل 
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زواياي اويلر: ١٠فصل 
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معادلات اويلر براي جسم صلب : ١٠فصل 
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معادلات اويلر براي جسم صلب : ١٠فصل 

: لاگرانژ چنين مي شود-بنابراين معادلات اويلر
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معادلات اويلر براي جسم صلب : ١٠فصل 
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معادلات اويلر براي جسم صلب : ١٠فصل 
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معادلات اويلر براي جسم صلب : ١٠فصل 
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معادلات اويلر براي جسم صلب : ١٠فصل 

:مثال
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معادلات اويلر براي جسم صلب : ١٠فصل 
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معادلات اويلر براي جسم صلب : ١٠فصل 


